Une généralisation automorphe des nombres de Stirling  by Constantineau, Ivan & Labelle, Gilbert
DISCRETE 
Discrete Mathematics 157 (1996) 53-64 
MATHEMATICS 
Une gknkralisation automorphe des nombres de Stirling 
Ivan Constantinea$**, Gilbert Labelleb 
’ GEM4 Sautes ktudes Cammerciales, 5525 au.Decelles, Mont&al, @&bee, Can& H3T I Y& 
“locim, &p. de mathimatiques, Uniwrsitk du QuZwc ci Mont&al, c.p 8888, succ. Centre-vitle, Mont&al, 
Canada H3C 3P8 
Received 9 September 1994; Revised 29 March 1995 
Abstract 
Let [n] be theset {1,2, *.. , n> and CT agiven permutation i S,, the symmetric group on [n]. 
The (unsigned) Stirling numbers of the first kind enumerate he permutations on En] with 
k cycles and those of the second kind give the number partitions of [n] having k blocks. In this 
paper we compute the number of permutations on [n] with k cycles and the number of 
partitions on [n] having k blocks that are fixed under the action of 0 (i.e., for which cr is an 
automo~~sm). This gives rise to new generalizations and q-analogues of Stirling numbers of 
the first and second kind. 
Soit [n] l’ensemble (1,2, . . . , n) et soit d une permutation de S,, le groupe symetrique sur [n]. 
Les permutations de[n] ayant k cycles ont enumerees par les nombres de Stirling de premiere 
sorte (nor&g&s) et les partitions de [n] ayant k parts par ceux de deuxieme sorte. Dans cet 
article, nous calculoas le nombre de permutations sur [n] ayant k cycles et de partitions ur [n] 
ayant k parts qui sont fix&es par l’action de e (c’est Wire pour lesquelles e est un automor- 
phisme). Nous obtenons ainsi de nouvelles g6neralisations et q-analogues des nombres de 
Stirling de premiere t deuxieme sorte. 
0. Introdnctioa 
Pour tous entiers n, k tels que 0 < k < n, les nombres de Stirling de premiere sorte 
non-sign&s c(n, k) et ceux de deuxieme sorte S(n, k) eaumerent respectivement les 
permutations de [n] ayant k cycles et les partitions de [n] ayant k parts. 
Faisant appel aux langage t methodes de la theorie combinatoire des esp&es de 
structures Cl, 91, nous presentons ici une generalisation deces nombres en analysant 
les permutations (resp. partitions) de [n] ayant k cycles (resp. k classes) et qui sont 
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invariantes ous l’action dune permutation don&e (r du groupe symetrique S,. Dun 
point de vue plus classique, notons que nos r6sultats pourraient aussi etre reformulb 
dans le cadre de la thtorie de Polya en faisant notamment appel ii des families 
sommables de polynomes indicateurs de cycles (series indicatrices de cycles). 
Nous denotons Per, l’espece des permutations ?Ik cycles et Paq celle des partitions 
ir k parts. Les dries genera&ices de ces especes ont don&es par les expressions 
suivantes: 
Per&) = (log I?/(1 - 41)” = 
k! c 
IIZO 
c(n, k) $ 
et 
(eX - l)k 




c Per&x) = +$ et C Par&) = e(* - ‘! (3) 
k,O k,O 
Les equations (1) et (2) sont classiques et peuvent Ctre deduites respectivement des 
formules combinatoires 
Perk = Exp, * Cyc et Par, = Exp, 0 Exp + (4) 
oh Exp, est l’esp&ce des ensembles de cardinalit& k, Cyc l’esphe des permutations 
circulaires, Exp + celle des ensembles non-vides et ‘0’ le composk partitionnel des 
especes. 
D&rition. Pour tous entiers n 2 k 2 0 et toute permutation (T de [n], les nombres 
de Stirling generalisb automorphes de premiere sorte, denotes C(Q, k), et ceux de 
deuxieme sorte, denotes S(o, k), sont d&finis respectivement par 
~((7, k) = fix (Perk[a]) et s(o, k) = fix (Park [a]) (3 
013 fix(Perk[o]) (fix(Pq[o])) est le nombre de Perk-structures (Park-structures) 
lais&es fixes par conjugaison avec la permutation cr (reetiquetage selon CT). 
Les nombres C(C, k) et S(s, k) ne dependent en fait que du type de la permutation o. 
Si r F n est un partage d’entier on pose c(z, k) = c(o, k) oti o est une ~~utation 
arbitraire de type z. On d&nit S(r, k) de la mCme man&e. 
Dans cet article nous calculons des recurrences atisfaites par les nombres C(C, k) et 
S(a, k) que nous exhibons aussi sous forme close. Nous obtenons les recurrences de 
deux man&es distinctes: d’abord, formellement, en nous servant des series indicatri- 
ces de l’esp&ce des permutations acycles de poids t, Per(,), et celle des partitions a parts 
de poids t, Parfr), puis, combinatoirement, en examinant les structures BnumMes par 
c(cr, k) et S(a, k). 
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Ces rkurrences sont des generalisations de rk.nrences bien connues satisfaites par 
les nombres de Stirling usuels. Dans le cas des nombres de Stirling de premi&e sorte, il 
s’agit de la relation 
c(n + 1, k) = c(n, k - 1) + nc(n, k), (6) 
alors que pour ceux de deuxieme sorte, on g&r&rake plut6t l’identite 
S(n+ l,k)=t (;)S(n-i,k-1). 
i=O 
Nous terminons l’article en presentant des q-analogues automorphes des nombres 
de Stirling de premiere sorte, c&a, k), et deuxi&ne sorte, S&I, k), obtenus ir l’aide des 
skies indicatrices correspondantes. Il s’agit de polynomes en 4 a coefficients entiers non- 
negatifs qui sont l&s aux sous-groupes de Young de S, et qui different des q-analogues 
‘classiques’ c,[n, k] et S,[n, k] (que l’on peut retrouver, par exemple, dans [S]). 
De meme, il est a noter que les gCntralisations automorphes developpees ici sont 
distinctes de celles obtenues dans [2, 11, 121. 
1. Les aombres de Stirling automorphes de premihre sorte 
Dknotons par Cyc,,, l’esp&ce des permutations circulaires de poids t et 
Per(,) = Exp 0 Cycttj l’espece des permutations pond&es correspondante. Le poids 
dune permutation ayant k cycles est done t’. On a 
2 = c x;*x;zxj3 I.. P% Pm = c P&) -X- 
t 1” 21!292! 
..* n”nr,! 
T Aut(r) 
oti la somme parcourt l’ensemble des partages d’entiers r (de type 1’12’13’t +a’ ) et 06 le 
polynome pr(t) est don& par l’expression suivante: 
La serie indicatrice 2 cyc,,, de Cyc,, est obtenue de celles des cycles ordinaires Z,, en 
multipliant cette derniere par t, 
zcyc,,, = GyC = t c slog&- 
k,l - k 
w 
oh 4 d&gne la fonction d’Euler classique. Puisqu’on a la relation Per,, = Exp 0 Cyc,,, 
on obtient de (8) et (10) 
(11) 
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Cette derniere expression se transforme comme suit: 
2 Exp ’ t&yc = exp 
q5(d)t”‘d 
n 
(1 - x”)-%@) 
n>i 
u,(t) = ; c cp(d)t”‘d 
0 
et 06 l’expression a<“) dQigne la puissance factorielle montante habituelle: 
a(“) = a(a + 1) *.* (a + It - 1) = i c(n,k)uk. 
k=O 
En dtveloppant le demier terme de (12) on trouve 
Proposition 1. Pour tout entier n 2 0 et tout partage z I- n on a 




Preuve. 11 s&it d’identifier les coefficients de x’ dans (8) et (14). q 
Par analogie avec (13) on definit alors, pour toute permutation o 
t+> = kc0 C(b, k)tk. (16) 
Fixons n, i deux entiers. Soient o une permutation de N c [n + i], INI = n, de type 
nliq et I une permutation circulaire de [n + i]\iV (111 = i). Alors la formule bien 
connue 
t(” + l> = t(“) (t + n) (17) 
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se generake, avec (15) et (16), commc suit: 
n+i 
t<u + 0 
= & c(a + I, k)tk = i(cq(t) + at) i c(u, v)t” = i(c&(t) + q) t+> 
V=O 
(18) 
021 Q + I designe la ~rmutation CT augment&e d’un cycle I de longueur i. 
Proposition 2. Les nombres de Stirling automorphes de premii?re sorte c(a, k) satisfont la 
r&4venee suiuante: 
C(B + I, k) = iai C(B, k) + C ~@)c(o, k - i/d). (19) 
dii, d $ i/k 
Preuve. 11 suffit de developper le terme 
i(f&(t) f C7i) i C(Op V)t” 
v=o 
dans (18) et den extraire le coefficient de tk pour retrouver (19). q 
Remarque. Lorsque, dans (19), CT est l’identitb et I un point fixe, on retrouve bien (6). 
D&mow&ration combinatoire de (19). Soit Q une permutation de [n]. L’un de nous 
a dej& montre dans [4] qu’ii toute ~~utation f laisske fixe par conjugaison avec 
(T (C.-&d. f E Fix [Per(o)]), on peut associer un couple de fonctions (6,) df) od 6, est 
une permutation de l’ensemble C(a) des cycles de 0, difinie par 
vc, D E C(c), 6,(C) = D ssif(C) = D, 
et od d,:C(cr) + [n] est definie par .4f(C) =f(min(C)). 
Lorsqu’on fait varier J dans Fix[Per(c)], l’ensemble des couples (Sf, Al) obtenu, 
denote Sim(Per; a), est entierement caracterise par les deux conditions suivantes: 
1. tlf~ Fix[Per(cr)], tlCi, Cz E C(o), 6,(C,) = Cs * lC,l = l&l (S, permute des 
cycles de meme longueur); 
2. ‘Jf E Fix[Per(cr)], VC E C(a), d/(C) est arbitrairement choisi dans 6,(C). 
La correspondance f w(SI, A,) est alors une bijection de Fix[Per@)] dans 
Sim(Per; (r) que nous denotons a,. On pose Sim(Per& a) = @#(Fix[Per,(o)]). 11 
s’avere que la recurrence (19) s’interprete immkdiatement en termes des couples 
(s, d) E Sim(Per,; 0). 
Soit G une permutation de [n] ri laquelle on adjoint un cycle I de longueur 
i pour obtenir une permutation de [n + i], d&no& cr + I. Construisons l’ensemble 
Sim(Per,; d + I). 
Nous savons que S(i) ne peut &re defini que dans des cycles de longueur i de 17 + 1. 
On distingue deux cas, selon que S(I) = I ou non. 
Si S(1) = I alors il y a, pour tout diviseur d de i, 4(d) man&es de dtfinir d(I) dans 
I qui auront comme effet de produire, via (@,,+r)-‘, une ~~utation des elements de 
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I (fixie par I) ayant exactement i/d cycles (voir [3]). Pour obtenir une permutation 
ayant k cycles laisske fixe par 0 + I, dans le cas ou on aura determine, dans 
(@e+I)-‘(S,d), i/d cycles avec I, il faut done et il suffit que la permutation de [n] 
1aissQ fixe par a ait elle-m&ne k - (i/d) cycles au total. 11 y a done 
(20) 
facons de construire les couples (6, d) E Sim(Per&; Q -i- I) lorsque S(1) = 1. 
Lorsque 6(j) = J # 1, on peut choisir d(I) artibtrairement dans J. De plus, & condi- 
tion que lJ/ = i, le choix de J est lui aussi arbitraire dans l’ensemble des cycles de 
longueur i de o. Puisque ces choix n’alterent pas le nombre de cycles obtenu dans 
(c$~ +1)-’ (6,,, die) on a igi man&es de construire les couples (6, d) lorsque a(1) # 1. En 
sommant ce resultat avec celui obtenu en (20), on obtient bien (19). 0 
2. Les nombres de Stirling a~tomo~~~ de seconde sorte 
Denotons par (Exp + )($, l’espke des e~s~~les eon-hides de poids t et 
ParttJ = Exp 0 (Exp + )(lJ l’espke des partitions ponder&es correspondantes. Le poids 
dune partition ayant k parts est done tk. Les analogues de (8) et (9) pour les nombres 
de Stirling automorphes de deuxieme sorte s’bcrivent alors 
(21) 
04 pour tout partage z, 
G-9 
Ona 
Pour tout entier m 2 1, pour toute strie il a une infinite de variables &,x2, x3, . . . ) 
on dksigne par [&cl, x2, x3, . . . )f, la serie Iz, obtenue de A en substituant, pour tout 
i la variable x,,,~ B la variable xi, &,,(x~, x2, x3, . . . ) = A(x,, x2,,,, xjm, . . . ). 
Lemma 3. Pour toute esp&ce pond&&e F, telb que F,[@J = # on a 
(24) 
59 
Preuve. On a 
(25) 
En posant j/i = v dans la dernihe expression on retrouve (24). !J 
Puisque Par,, = Expo(Exp+),,,, on d&hit du Lemme 3, avec F, = (Ex~+)~~~, que 
Or,puisqueZ~p+=ZExp-l=exp(Xl++xz+dQ+ +-Lana 
a 
+lhp+, = ZExp, v = 1,2,3, . . . 
D’oti l’on tire 
pour obtenir, en substituant (28) dans (26) et remplaqant j/v par d, 
Par ailleurs, on a 
(27) 
(28) 
od z + j d&&e un partage d’entier z auquel on a ajout6 une part de cardinalit& j.
Done, avec (23), (29) et (3), on a 
S(z+j,k)= ?- 
[ 1 Autfz) ITI ZPar,, L 6 G.x,)d * dV (31) 
60 I. Constantineau, G.LabellelDiscrete Mathematics 157 (1996) 53-64 
Proposition 4. Les nombres de Stirling automorphes de deuxiGme sorte S(t, k), satisfont 
la r&urrence suivante: 
(32) 
d<k OCy,Gru 
. . . 
air jyl = CialYid, (y:d) = (0, .,. ,O,y,,O, . . . ,O,Yzd,O, . . . ,O,Ys,j, ...) est un partage 
d’entier dont le nombre de parts de cardinalitQ non divisible par d est nul et oti z f j 
Gsigne un partage Gentier z auquel on a ajo& une part de cardinalit& j.




En regard de (31), on peut done &x-ire 
S(r +j, k) = ; [T&q] (CS(r,k-%&) (c l&& t3% z I 
Puisque 
(36) 
on obtient (32) directement de (39, (36) et de la d&inition du produit (de Cauchy) de 
skies indicatrices de cycles. •l 
Version combinatoire de (32). Nous montrons la r&wrence s&ante (kquivalente 
g (32)): 
S(cr + J, k) = c c dTl S(a - T, k - d). (37) 
$11 TcWJ) 
d Q k d&d(T) 
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ou 0 + J est la permutation G augment&e d’un cycle J de longueur j, C(a) designe 
l’ensemble des cycles de 0 et p&(T) designe le plus grand commun diviseur des 
longueurs des cycles apparaissant dans T. 
Nous avons deja decrit dans [3 J (voir aussi [8]) comment construire les partitions 
d’un ensemble fini U laisdes fixes par une permutation G de U: 
1. On commence par se donner une partition Zl de C(o). 
2. Pour chacune des classes C E II, on trouve le pgcd de tomes les longueurs des 
cycles contenus dans C, que l’on denote pgcd (C). 
3. Pour toute classe C E I7 et tout dlpgcd(C) on divise en d ‘morceaux’ chacun des 
cycles de C de man&e convenable t on a alors d ICI - 1 faqons de recoiler ces morceaux 
pour en faire une partition de l’ensemble sous-jacent a C en d classes qui est 1aissQ fixe 
par la sous-permutation C de cr. 
Cette construction permet d’inumerer le nombre torat de partitions de [n] (sans 
Bgard au nombre de classes qu’elles peuvent contenir) h&sees fixes par la permutation 
0 donnte. On a: 
(38) 
L’interpretation que nous donnons a (37) est ba&e sur cette construction. 
Supposons donnee une permutation c de [n] et ajoutons-lui un cycle J de longueur 
IJI = j pour obtenir une permutation G -t- J de [n + j]. Soit a une partition de 
l’ensemble C(a + .I). Alors le cycle J est contenu dans une classe C E rc contenant un 
sous-ensemble T (possiblement vide) de C(o), C = (J]uT. Nous savons que pour 
tout dlpgcd(C), il y a diC’ - ’ = dtTl man&es de construire une partition en d parts de 
l’ensemble sous-jacent a C laisske fixe par C. De plus, puisque d 1 pgcd(C), on a d lj. 
Maintenant, si on obtient d parts avec la classe C et si on veut en obtenir k au total, 
ii reste a construire les partitions a k - d parts laiss&es fixes par CT - T. Cela se fait de 
S(cr - T,k - d) man&es et on obtient directement la formule (37). q 
Remarque. Pour etablir la correspondance ntre (32) et (37) il suffit de constater que la 
seconde sommation de (32) parcourt un ensemble de types (de permutations) tandis 
que celle de (37) parcourt l’ensemble des ~~utations elle-memes. 
Les memes techniques permettent d’obtenir les formules explicites uivants pour ies 
nombres de Stirling automorphes des deux sortes. On a 
Oh 
j=l 
d,li, Cd, = k, 
62 
et 
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3. q-analogues automorpbes des nombres de Stirling 
On d&it, dans 161, la q-drie d’une espece de structures pond&e F,, B l’aide 
substitution principale xi + (1 - q)’ xi/(1 - q’), en posant 
F&id = c IKJXlq f = G&i, xz, ~3, . . . )I,, _- . (1 - q)‘x’ 
aa0 l-q’ 
Si G, est une espke pondered et si F,[@J = (4, on a, sous composition pa&ion 
(G,°Fw)(x;q) = z,(Fw(x,;q), K&;q2), &(xa;q3), ..a I (‘--qr*’ 
Xi=3 * 
En particulier, lorsque G, = Exp, 






1 - q’ 
Avec F, = Cyc,, et F, = (Exp+),,, substituts dans (44) on obtient respectiveme 
q-analogues automorphes des nombres Stirling de premiere t deuxiGme sorts 
extraction de coefficients: 
c,(n,k) = n!,[x”tq l--J 1 
8821 l- ( 
(1 - qyx” -n(f) ’ 
1-q” > 
q-i, k) = n!, [Yt”] 
cw P x exp n*l km-II k(1 - qk)(l - qZk) .‘. (1 - q”*) )t1 - qPdjo 
Le tableau suivant montre que les q-analogues automorph~ des nombr 
Stirling sont distincts des q-analogues classiques aract&& par les schemas ret 
c,cn + 1, kl = CqE%k - 11 + C~lqc,En,~l, 
sqh f 1, kl = XJhk - 11 + P1$&,k], 
oti [Pa], = (1 - q”)/(l - q). 
Les q-analogues automorphes c&z, k) et S&t, k) sont des polynomes en q de t 
6 nfn - 1)/2 et pour tout entier i, 0 G i G n(n - 1112, les coefficients individut 
Cdl c&, k), Cdl Un, 4 
63 
Table 1 
n k c&k) cnCn, kl %(n, k) s,lC~kl 
0 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 0 
1 1 1 1 1 1 
2 0 0 0 0 0 
2 1 1 1 1 1 
2 2 1 1 1 1 
3 0 0 0 0 0 
3 1 q3+1 q+l 1 1 
3 2 qZ+q+l q+2 qZ+q+l q+2 
3 3 1 1 1 1 
4 0 0 0 0 0 
4 1 q5+2qd+q3 +q2+ 1 q3 + 2q2 + 2q + 1 1 1 
4 2 q6+q5+2q4+2q3+2qZ+q+2 q’+3q2+4q+3 q*+qsi-2qz+q+2 q2+3q+3 
4 3 q4-tq3 +2qz +q+ 1 42 + 2q + 3 q4+$+2q2+q+l qz+2q+3 
4 4 1 1 1 1 
sont des entiers non-negatifs. Ceci dkoule du &or&me g&n&al suivant demontrt: par 
H. Decoste dam C67: les coefficients /I;,[Fz]/, don&s par (42) sont des polynomes en 
4 ii coefficients entiers non-negatifs, quelle que soit l’espke F, lorsque la ponderation 
est triviale (i.e. w(s) = 1 pour toute structure s). De plus, chacun des coefficients 
donnb par (49) depend lineairement [6,7] du nombre d’orbites des actions naturelles 
des groupes de Young SA = 5’,, x S,, x q.. < S,, R 1 it, sur les Perk-structures t les 
Park-structures sur (1,2, . . . , n). La nature combinatoire xacte des parametres de- 
nombrks par ces coefficients recele ncore beaucoup d’interrogations. 
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